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АННОТАЦИЯ В работе рассмотрена возможность использования BiArc-кривых для математического описания 
турбинных профилей. Приведены элементы теории построения BiArc-кривых. Рассмотрены особенности описания 
контуров выпуклой и вогнутой частей турбинных профилей с помощью BiArc-кривых. Описан алгоритм автомати-
ческого построения контуров турбинных профилей с использованием геометрического критерия качества. Приве-
дены примеры построения турбинных профилей с использованием BiArc-кривых с различными исходными данными. 
Ключевые слова: BiArc-кривая, турбинная решетка, турбинный профиль, математическое описание формы тур-
бинного профиля. 
 

A. BOIKO, A. USATY 
 
USE BIARC-CURVES FOR CONTOUR DESCRIPTION OF THE TURBINE PROFILES 

 
ABSTRACT The article analyzes the possibility of using BiArc-curves for the mathematical description of turbine profiles. 
Confirmed the relevance of the application BiArc-curves in the manufacture of turbine blades. The article presents some of 
the elements of the theory of building BiArc-curves. The algorithm for determining the coordinates of conjugate points, radii 
and angles of opening arcs BiArc-curve is shown in the work. Strong influence on the quality of BiArc-curve, provide the 
coordinates of the point arc connection. Also, the description of certain structural features of convex and concave contours 
profiles turbines using BiArc-curves. Here the algorithm of automatic construction of a turbine profile using geometric crite-
ria of quality. Optimization problem is solved for each element BiArc-curve using a quadratic fit DSC-Powell. Method of 
construction of turbine profiles using BiArc-curves programmed in the language c++. Screenshot of dialog boxes and graph-
ics programs can be found in the article. The examples of constructing profiles turbines using BiArc-curves with different 
initial data. Received confirmation of the possibility to describe the contours of turbine profiles using BiArc-curves. 
Key words: BiArc-curve, turbine cascade, turbine profile, a mathematical description of shapes Turbine Profile. 
 

Введение 
 

К вопросу математического описания кон-
тура турбинных профилей обращаются многие 
исследователи. Достаточно часто для этих целей 
используют кривые Безье [1–3], кубические ин-
терполяционные сплайны [1], полиномы высокого 
порядка [4], параболические кривые [5], массивы 
точек [6]. Следует отметить, что наиболее ранние 
попытки построить контур турбинного профиля 
были основаны на использовании дуг окружно-
стей. Применение дуг окружностей для формиро-
вания контуров турбинных профилей получило в 
свое время очень большое распространение при 
проектировании и производстве сопловых и рабо-
чих лопаток осевых турбин [7, 8]. Популярность и 
широкое распространение применения дуг окруж-
ностей для описания контура турбинных профилей 
обусловлено в первую очередь простотой фрезер-
ной технологии и относительно низкой стоимо-
стью изготовления турбинных лопаток, сформиро-
ванных из таких профилей. Отмеченные преиму-
щества применения дуг окружностей для форми-
рования контуров турбинных профилей актуальны 
и сегодня. Вместе с тем, сам процесс определения 
параметров дуг окружностей и координат точек их 
сопряжения на контуре профиля до настоящего 
времени полностью не формализован и зачастую 
для получения профиля применяется полуэмпири-
ческий метод подбора параметров, описывающих 

его дуг. Следует, также отметить, что с математи-
ческой точки зрения невозможно создать универ-
сальный алгоритм описания вогнутой и выпуклой 
частей турбинных профилей с обеспечением 
«стандартных» граничных условий, если будет 
использовано нечетное количество дуг. Примене-
ние нечетного количества дуг позволяет успешно 
построить контур выпуклой и/или вогнутой части 
турбинного профиля только в некоторых частных 
случаях. 

Учитывая широкое распространение техно-
логии изготовления турбинных лопаток, основан-
ной на описании контура турбинных профилей с 
помощью дуг окружностей, весьма актуальной 
представляется задача разработки универсальной 
методики и алгоритма построения контуров тур-
бинных профилей с использованием BiArc-кривых 
(двух сопряженных дуг). Применение BiArc-
кривых существенно расширит множество мате-
матически корректных решений и позволит соз-
дать универсальную методику описания контуров 
вогнутой и выпуклой частей профиля с помощью 
дуг окружностей. 
 

Цель работы 
 

Разработка метода математического описа-
ния контуров выпуклой и вогнутой частей турбин-
ного профиля с помощью теории BiArc-кривых, 
что позволит ставить оптимизационные задачи и 
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получать наиболее эффективные турбинные про-
фили данного класса. 
 

Изложение основного материала 
Некоторые элементы и особенности теории 

построения BiArc-кривых 
 

Вопросам теории интерполяции и аппрок-
симации с использованием BiArc-кривых посвя-
щено достаточно много научных работ [9–15], 
наиболее удачное изложение этой теории с точки 
зрения применения ее для описания контуров тур-
бинных профилей изложено в [15], которое и было 
взято за основу при разработке методики описания 
контуров турбинных профилей BiArc-кривыми. 

Базовым элементом BiArc-кривой являются 
две сопряженные дуги. Следует отметить, что 
BiArc-кривые используются для решения задач 
интерполяции как на плоскости, так и в трехмер-
ном пространстве. Учитывая, что в статье рас-
сматривается задача построения контуров турбин-
ных профилей на плоскости, все дальнейшее из-
ложение материала будет касаться плоских BiArc-
кривых. Из двумерной теории BiArc-кривых из-
вестно, что две заданные точки (  и ) с из-

вестными координатами и нормированными зна-
чениями касательных в этих точках всегда можно 
соединить двумя сопряженными дугами окружно-
стей. Приведем алгоритм определения координат 
точки сопряжения двух дуг и их основных харак-
теристик. Некоторые обозначения и положения 
теории BiArc-кривых взяты с [15]. 

1p 2p

Будем считать, что нам известны (заданы) 
следующие параметры (см. рис. 1): 

1  111 , yxp  – координаты 1-й точки; 

2  222 , yxp  – координаты 2-й точки; 

3     11111 sin,cos  tt yxt  – нормиро-

ванные значения 1-й производной в точке ; 1p

4     22222 sin,cos  tt yxt  – нормиро-

ванные значения 1-й производной в точке . 2p

Необходимо определить: 
1  111 , yxc  – координаты центра 1-й дуги; 

2  222 , yxc  – координаты центра 2-й дуги; 

3  mmm yxp ,  – координаты точки сопряже-

ния двух дуг; 
4 1  – угол раскрытия 1-й дуги; 

5 2  – угол раскрытия 2-й дуги. 

Из вышеприведенных пунктов 3 и 4 соот-
ветственно видно, что 11 t  и 12 t . 

Учитывая, что расстояние между точками 
 и  равно сумме расстояний между точками 

 и  и точками  и  (см. рис. 1), можно 

используя терминологию векторной алгебры запи-
сать следующую систему уравнений: 

1q

1p
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Рис. 1 – Схема сопряжения двух дуг базового элемента BiArc-кривой 
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Определим координаты точки сопряжения 
, как взвешенную сумму точек  и : mp 1q 2q
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Для упрощения изложения материала вве-
дем вспомогательный вектор , равный разности 
векторов  и : 2p 1p

 . (3) 12 pp 
Выразим расстояние  через . Запишем 

квадрат суммы расстояний  через произ

ведение разности векторов ( ) и проведем 

ряд преобразований (4). В результате получаем 
зависимость (5), которая позволяет определить 
расстояние  в зависимости от значений 

2d

1d

1d

2 2d

12 qq 

2d 11 ,, td   

и . 2t

Учитывая, что 1, t  и  являются исход-

ными данными, то зависимость (5) является функ-
цией 

2t

 2d 1df . Таким образом, изменяя значе-

ние , мы получаем бесконечное множество ре-

шений для . Зная  и , и используя зависи-

мости (2) можно определить точку сопряжения 
двух дуг ( ). Формализуя вышеизложенное оп-

ределим связь между  и : 
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И окончательно 

  1
2

1

2112
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ttdt

td
d . (5) 

Каждый из центров дуг будем определять, 
как точку пересечения двух прямых. Так для  – 

первая прямая, проходит через точку  (см. 

рис. 1) и перпендикулярна отрезку ( ), а вто-

рая прямая проходит через точку  и перпенди-

кулярна отрезку ( ). Аналогично для центра 

второй дуги ( ) – первая прямая соответствует 

второй прямой для , а вторая прямая должна 

проходить через  и быть перпендикулярной 

отрезку ( p ). В виду тривиальности операций, 

основанных на зависимостях по определению ко-
ординат точки пересечения двух прямых, исполь-
зуемых для определения координат точек  и , 

подробное изложение этого материала опускается. 
По аналогичным соображениям не приводятся 
также и зависимости для определения радиусов 
дуг  и , и углов  и . 

1c
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1p

1c
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Особенности построения BiArc-кривых 
с высокой степенью плавности 

 
В первую очередь следует определиться с 

алгоритмом нахождения значения . Выбор зна-

чения  имеет большое влияние на форму BiArc-

кривой (см. рис. 2). 

1d

1d

Большие значения  приводят к длинным 

и слабоизогнутым дугам. Значения  близкие к 

нулю сделает первую дугу компактной и сильно-
изогнутой. При некоторых значениях , напри-

мер, при 

1d

1d

1d

11 psd   могут возникнуть случаи, не 

имеющие решения. В данной работе величина  

определяется из зависимости (6) 
1d

 11 pskd  , (6) 

где 0 < k < 1 – коэффициент соответствующий до-
ле расстояния  в длине отрезка ( ). Длина 

отрезка ( ) всегда может быть определена, 

если будут известны координаты точки s. Послед-
ние легко определяются как результат пересечения 
двух прямых, проходящих через точки  и  и 

имеющих направления  и , соответственно. 

1d sp ,1

1p

sp ,1

2p

1t 2t
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Рис. 2 – Влияние коэффициента k 
на форму BiArc-кривой 

 

 
 

Рис. 3 – Построение контуров турбинного 
профиля с помощью BiArc-кривой 

 

Как видно из рис. 2 при одних и тех же зна-
чениях исходных данных ( ) можно 

получить бесконечное множество решений для 
BiArc-кривой, что позволяет ставить оптимизаци-
онную задачу получения наилучшего решения. В 
качестве функции цели может быть эвристический 
критерий (например, хорошо зарекомендовавший 
себя критерий минимума максимума кривизны) 
или минимум профильных/интегральных потерь в 
решетке. 

2121 ,,, ttpp

В данной работе использовался геометриче-
ский критерий качества. Учитывая то, что величи-
на  по сути зависит от безразмерного нормиро-

ванного коэффициента k (6). Для получения «наи-
лучшей» BiArc-кривой необходимо найти соответ-
ствующее значение коэффициента k. Для достиже-
ния этой цели решается задача минимизации мак-
симальной кривизны кривой  или максимизации 

минимального радиуса одной из двух сопряжен-
ных дуг. Понятно, что в общем случае 

1d

1d

21 RR  , и 

всегда (за исключением случая, когда ), у 

одной из двух дуг радиус будет меньше. С учетом 
этого ставится задача найти такое значение k в 
области 0 < k < 1, которое обеспечит из всех воз-
можных минимальных радиусов дуг максимальное 
его значение. В формализованном виде эта задача 
выглядит следующим образом 

21 RR 

       kRR min
2,12или1 max . (7) 

В результате мы получим значение коэффи-
циента k, обеспечивающее максимально возмож-
ную плавность элемента кривой BiArc, состоящего 
из двух разных дуг окружностей. Решается данная 
задача методом одномерного поиска – квадратич-
ной аппроксимации DSC-Powell. 
 

Описание обводов турбинных профилей 
с помощью BiArc-кривых высокой 

степени плавности 
 

Как видно из рис. 3 для построения конту-
ров турбинного профиля достаточно трех участков 
с BiArc-кривыми (два участка на выпуклой части 
профиля, разделенные «горловой» точкой, и один 
участок на вогнутой части – всего шесть дуг ок-
ружностей). 

Все необходимые данные для построения 
BiArc-кривых на каждом участке являются анало-
гичными, как и для других методов математиче-
ского описания контуров турбинных профилей. К 
ним, прежде всего, относятся координаты точек 
сопряжения входной и выходной кромок с вогну-
той и выпуклой частями профиля (точки 

), а также точка «горла» на вы-

пуклой части контура профиля. Следует отметить, 
что точка «горла» используется для построения, 
как первого участка BiArc-кривой (точка ), так  

23221311 ,,, pppp

12p
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Рис. 4 – Профили и каналы корневого (1), среднего 
(2) и периферийного (3) сечений рабочей решетки 

первой ступени ЦСД турбины К-800-23,5 
 
и второго участка BiArc-кривой выпуклой части 
профиля (точка ). Естественно, в отмеченных 

точках, используя общеизвестные зависимости 
[16, 17] всегда можно определить и значения пер-
вых производных. 

21p

В качестве примера возможности использо-
вания BiArc-кривых для построения контуров тур-
бинных профилей на рис. 4. Приведены, построен-
ные по описанной методике, профили и каналы 
корневого, среднего и периферийного сечений 
рабочей решетки первой ступени ЦСД турбины 
К-800-23,5, а на рис. 5 – профили корневых сече-
ний первых шести ступеней ЦСД этой же турби-
ны. Кривые на нижних профилях описывают из-
менение конфузорности вдоль канала решетки. 

Как видно из рис. 4, 5 предложенный метод 
построения профилей рабочих решеток позволяет 
эффективно строить рабочие профили, описанные 
сопряженными дугами окружностей для различ-
ных ступеней и сечений по высоте лопатки. 

Для автоматизации построения турбинных 
профилей с использованием BiArc-кривых была 
разработана подсистема профилирования для 
САПР «Турбоагрегат». Скриншот диалогового 
окна подсистемы профилирования приведен на 
рис. 6. Особенность данной подсистемы заключа- 

Рис. 5 – Профили и каналы корневых сечений 
рабочей решетки первых шести ступеней 

ЦСД турбины К-800-23,5 
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Рис. 6 – Диалоговое окно проектирования турбинных профилей с помощью BiArc-кривых 

 
ется в том, что она непосредственно связана с еди-
ным интегрированным информационным про-
странством проектов многоступенчатых проточ-
ных частей осевых турбин, что позволяет проекти-
ровать турбинные профили сопловой и рабочей 
решеток любого сечения любой турбинной ступе-
ни, проектируемой (оптимизируемой) осевой тур-
бины. 
 

Обсуждение результатов 
 

Как указывалось, ранее, в настоящее время 
разработаны ряд методов построения профилей 
турбинных решеток, с помощью которых (исполь-
зуя параметры управления) можно целенаправлен-
ным поиском получать наилучшие из множества 
построенных по выбранной методике [1]. Предла-
гаемый в статье метод, отличающийся своей про-
стотой и технологичностью, пополняет набор ме-
тодов, предназначенных для получения эффектив-
ных профилей. В то же время, следует подчерк-
нуть, что накопленный десятилетиями опыт тур-
бостроения говорит о целесообразности получения 
профилей с плавно меняющейся кривизной вдоль 
обвода профиля. Однако, как указывалось ранее в 

литературе [16], вопрос, касающийся характера 
изменения кривизны вдоль контура профиля до 
конца не изучен. Поэтому предлагаемый метод 
построения профилей, пополняя набор возможных 
методов построения с применением целенаправ-
ленного выбора наилучшего варианта, предостав-
ляет конструктору возможность его применения в 
случае жестких технологических ограничений при 
изготовлении лопаток. 
 

Выводы 
 

Разработан метод построения турбинных 
профилей, который позволяет описывать контуры 
выпуклой и вогнутой частей профиля с помощью 
парных дуг окружностей. Последнее дает широкие 
возможности учета технологии изготовления пера 
лопаток с помощью фрез. Метод позволяет ста-
вить оптимизационные задачи и получать наибо-
лее эффективные профили данного класса как по 
геометрическому критерию минимума максимума 
кривизны, так и по минимальным потерям в ре-
шетках. 
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АНОТАЦІЯ У роботі розглянута можливість використання BiArc-кривих для математичного опису турбінних 
профілів. Наведено елементи теорії побудови BiArc-кривих. Розглянуто особливості опису контурів опуклою і уві-
гнутою частин турбінних профілів за допомогою BiArc-кривих. Описано алгоритм автоматичної побудови конту-
рів турбінних профілів з використанням геометричного критерію якості, що забезпечує максимальну плавність 
ділянок BiArc-кривих. Наведені приклади побудови турбінних профілів з використанням BiArc-кривих з різними вихі-
дними даними. 
Ключові слова: BiArc-крива, турбінна решітка, турбінний профіль, математичний опис форми турбінного профі-
лю. 
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