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АННОТАЦИЯ В работе предложена методика проектирования оптимальных турбинных профилей с использова-
нием кубических интерполяционных сплайнов. Проведена оптимизация турбинных профилей по геометрическому 
критерию качества и по критерию минимума профильных потерь. Показана возможность повышения эффектив-
ности турбинных профилей с использованием предложенных кривых. Приведены формы полученных оптимальных 
профилей и распределение векторов скорости в межлопаточном канале. 
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DESIGNING OPTIMAL TURBINE PROFILES USING CUBIC INTERPOLATION SPLINES 

 
ABSTRACT The optimization of turbine cascade implies a change in the shape of profiles along the entire edge of the blade 
or in particular sections of it. The shapes of obtained profiles depend directly on the selected type of curve used to describe 
them. The selected type of curve should fulfill the most important requirement set for turbine profiles that is, the profile con-
tour must have a smooth edging. This paper proposes the method of design for optimal turbine profiles using cubic interpola-
tion splines. The cascade profile is formed by two cubic splines that circumscribe the discharge part, one cubic spline that 
circumscribes the pressure side and also two circumferences that circumscribe inlet and outlet edges. Specified boundary 
conditions on curve edges were maintained using the method of conjugated Fletcher-Reeves gradients. Since a degree of 
cubic interpolation spline is independent of the amount of supporting points, i.e. spline joints, therefore for more precise 
description of initial profile intermediate points were added whose coordinates were later on used as optimizable parame-
ters. Turbine profiles were optimized using the offered technique. The optimization was carried out using two statements: 
with the geometric quality factor and with a factor of minimum profile losses for different types of profiles. CDF was used for 
the optimization of a profile in the 2-D statement to evaluate its efficiency. Computation data showed that it is possible to 
increase the aerodynamic efficiency when the profile is streamlined by a flow of viscous liquid. This scientific paper gives the 
optimization data with respect to the geometric quality factor and a factor of minimum profile losses, and the distribution of 
velocity vectors in the blade channel. 
Key words: cubic interpolation spline, turbine cascade, quality factor and the turbine profile optimization. 
 

Введение 
 

В настоящее время повышение аэродинами-
ческой эффективности проточных частей турбо-
установок чаще всего осуществляют с помощью 
пространственного изменения формы лопаток. Как 
правило для этой цели применяют различного ро-
да навалы [1, 2]. Реже встречаются подходы, в ко-
торых увеличение эффективности достигается за 
счет применения специальных перегородок на 
торцевых поверхностях или профилирование тор-
цов, оказывающих существенное влияние на вто-
ричные течения [3, 4]. Однако нельзя не учесть тот 
факт, что при постановке задачи оптимизации 
турбинной решетки необходимым является варьи-
рование формы профиля лопатки по всей высоте 
или на определенных ее участках, что влечет за 
собой не только изменение характера обтекания 
решетки, но и изменение ее интегральных харак-
теристик [5, 6]. 

В свою очередь, постановка задачи оптими-
зации формы профиля турбинной решетки выдви-
гает серьезные требования к методам параметри-
зации профиля. Аналитическое построение про-
филя осуществляют с использованием различного 
рода кривых (степенных полиномов [7, 8], кривых 

Безье [9, 10], NURBS), обеспечивающих важней-
шее требование аэродинамического совершенства 
– плавность изменения контура. 
 

Цель работы 
 

Данная статья посвящена проектированию 
турбинных профилей с помощью интерполяцион-
ных кубических сплайнов. 
 
Применение кубического интерполяционного 
сплайна к построению турбинных профилей 

 
Наиболее важным требованием, предъявля-

емым к турбинным профилям, является плавность 
изменения его обводов. При этом кривая описы-
вающая стороны профиля должна удовлетворять 
граничным условиям на ее концах, а для стороны 
разрежения и в точке горла. 

Таким образом, задача проектирования 
профиля турбинной решетки сводится к определе-
нию формы кривой с заданными граничными 
условиями, описывающей профиль, и выбору ва-
рьируемых параметров для постановки оптимиза-
ционной задачи. 
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С точки зрения конструктора наиболее 
плавной кривой является изогнутая балка – 
сплайн. В работе [11] было показано, что практи-
ческое решение уравнения Эйлера с геометриче-
ским критерием качества минимум потенциала 
энергии искривления балки приводит к полиному 
третей степени, а весь сплайн – к кусочной функ-
ции. 

Рассмотрим построение сторон турбинного 
профиля с использованием кубического интерпо-
ляционного сплайна. 

В общем виде кривая, описывающая сторо-
ны профиля, будет представляет собой функцию, 
каждый отрезок которой образован многочленом 
третей степени типа 

 ( ) ( ) ( ) ( )32

62 i
i

i
i

iiii xxdxxcxxbaxy -+-+-+= , (1) 

где ( )ixx -  – расстояние между узлами сплайна; 

iiii dcba ,,,  – неизвестные коэффициенты сплай-
на; i = 0, 1, 2, 3, ..., n. 

При этом плавность обводов профиля обес-
печивается свойствами кубического интерполяци-
онного сплайна, а именно сохранение непрерыв-
ности первой и второй производной на всем про-
тяжении кривой. 

Из (1) видно, что задача определения формы 
интерполяционного кубического сплайна заключа-
ется в поиске неизвестных коэффициентов много-
члена на каждом участке кривой. 

Предположим, сторона профиля описывает-
ся n-м количеством участков (рис. 1). Тогда для 
определения формы кубического сплайна необхо-
димо найти 4n неизвестных. При этом известными 
считаются значение функции в каждом узле 
сплайна, равное n + 1, и условие дважды непре-
рывного дифференцирования во внутренних узлах 
дает непрерывность функции ( )xf i  и ее первой и 
второй производной. Количество внутренних то-
чек равно n – 1. Итого для поиска 4n неизвестных 
имеем 4n – 2 условия. 
 

 
Рис. 1 – К построению кубического 

интерполяционного сплайна 
 

Два недостающих условия находят из усло-
вий ограничения кривой на ее концах. В качестве 
ограничений могут выступать первые, вторые и 
третьи производные функции в крайних узлах. 

В данном случае предлагается использовать 
условие «свободного закрепления» на концах 
сплайна. При этом граничные условия в точках 
стыковки кубических сплайнов с входной и вы-

ходной кромкой, а для «спинки» и в точке горла, 
выдерживались следующим образом: 

– поиск неизвестных коэффициентов сплай-
на; 

– определение вторых производных в узло-
вых точках, полученного сплайна; 

– варьирование значений вторых производ-
ных до выполнения условия yyi ¢=¢ , i = 1, 2, …, n, 
где iy¢  – значение первых производных в узле 
сплайна, полученные путем варьирования вторых 
производных в этих узлах. 

Минимизация суммы квадрата невязки 

å
=

¢=¢-
n

i
i yy

1

2  осуществлялась с помощью метода 

сопряженных градиентов Флетчера-Ривса. 
 

Особенности параметрической модели 
при описании формы профиля кубическими 

интерполяционными сплайнами 
 

Параметрическую модель турбинного про-
филя в данном случае удобно представить в виде 
двух интерполяционных сплайнов, описывающих 
сторону разрежения, одного кубического сплайна, 
описывающего сторону давления профиля, и двух 
окружностей, описывающих входную и выходную 
кромки. 

Преимуществом использования кубических 
сплайнов в сравнении со степенными полиномами 
является сохранение степени сплайна при увели-
чении количества узлов, на которые опирается 
кривая. 

С учетом выше сказанного, для более точ-
ного описания исходной формы профиля кубиче-
ским интерполяционным сплайном, к существую-
щим узлам, определенным при помощи зависимо-
стей [10], добавляют промежуточные узлы. 

В качестве варьируемых параметров при 
данном подходе предлагается использовать коор-
динаты промежуточных узлов. 

К примеру, на рис. 2 в качестве основных 
узлов выступают точки 2112 ,,,, KKCDC , варьиру-
емыми – A, B, E, F. В точках 2112 ,,,, KKCDC  до-
стигалось равенство значений первых производ-
ных, определяемых по зависимостям [7]. 

Метод проектирования турбинных профи-
лей с помощью кубических интерполяционных 
сплайнов был реализован и интегрирован в про-
грамму САПР «Турбоагрегат» (ТurboОptРroject). 
На рис. 3 приведено диалоговое окно проектиро-
вания и оптимизации турбинных профилей по 
геометрическому критерию качества. 

Проектировщику предоставляется возмож-
ность выбора количества точек для варьирования 
как на стороне разрежения так и стороне давления 
профиля. 
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Рис. 2 – Профиль турбинной лопатки, 
построенный с помощью кубических 

интерполяционных сплайнов 

Оптимизация турбинного профиля 
по геометрическому критерию качества 

 
Как уже было упомянуто выше, одним из 

требований аэродинамически совершенных про-
филей является плавно изменяющаяся кривизна по 
обводу профиля. Критериями качества при поста-
новке задачи оптимизации могут выступать мини-
мум максимальной кривизны (2), минимум потен-
циальной энергии изгиба кривой (3) либо их ком-
бинация с разными весовыми долями. 
 minmax ®k , (2) 

где ( ) 5,121 yyk ¢+¢¢=  – кривизна. 
 min®U , (3) 

где ò=
1

0

20
2

x

x
dxkEJU ; E – модуль упругости; 0J  – 

момент инерции сечения балки; const
2

0 =
EJ . 

Анализируя (3) видно, что кривая примет 
такую форму, при которой значение потенциаль-
ной энергии деформации будет минимальное, то 
есть функция описывающая форму балки, должна 
удовлетворять минимуму функционала 
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Рис. 3 – Диалоговое окно проектирования турбинных профилей 

 
Объектом исследований при оптимизации 

формы профиля по геометрическому критерию 
качества является решетка активного типа. Дан-
ный выбор обусловлен прежде всего сложностью 
плавного описания стороны разрежения для дан-
ного типа профилей. Критерий качества – мини-
мум энергии изгиба кривой и минимум макси-
мальной кривизны в равных весовых долях. 

На рис. 4 приведены результаты проектиро-
вания турбинного профиля с использованием ку-
бических интерполяционных сплайнов и формы 
оптимизированных профилей по геометрическому 
критерию качества с различным числом узловых 
точек на сторонах давления и разрежения. 

D 

B 

E 

F 

A 

y 

x 

K2 
C2 

C1 

K1 

· – основные узловые точки 
´ – промежуточные узловые точки 
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Рис. 4 – Оптимизация турбинного профиля по геометрическому критерию качества: 

а – спроектированный профиль по трем точкам на «спинке» и двум точкам на «животике»; 
б – оптимизированный профиль по одной точке на «спинке» и одной точке на «животике»; 
в – оптимизированный профиль по двум точкам на «спинке» и двум точкам на «животике»; 
г – оптимизированный профиль по трем точкам на «спинке» и двум точкам на «животике»; 

д – оптимизированный профиль по четырем точкам на «спинке» и трем точкам на «животике» 
 

Оптимизация турбинного профиля 
по критерию качества минимума 

профильных потерь 
 

Оптимизация профиля в двумерной поста-
новке привела к достаточно неожиданным резуль-
татам. На рис. 5 приведены формы исходного и 
оптимального профилей. 
 

 
а б 
Рис. 5 – Форма профиля 

а – исходный; б – оптимальный 
 
Оптимизируемыми параметрами выступали 

координаты четырех промежуточных точек, то 
есть варьировалось восемь параметров. При этом 
были наложены ограничения на расход рабочего 
тела (± 0,05 % в относительных величинах) и пло-
щадь поперечного сечения профиля (не ниже пло-
щади исходного варианта). Оптимизационный 
подход – теория планирования эксперимента и 
ЛПτ -поиск. 

Форма профиля, обеспечивающая минимум 
профильных потерь была достигнута на седьмой 
итерации оптимизационной задачи. 

Снижение профильных потерь при данной 
постановке составило 5,85 % в относительных ве-
личинах с соблюдением наложенных ограничений. 
Как видно из рис. 5, оптимальная форма профиля 
на «животике» существенно отличается от исход-
ного варианта и имеет некоторое сходство с так 
называемыми «дельфинообразными» профилями. 

Для более детального анализа причин по-
вышения эффективности на рис. 6 приведено рас-
пределение векторов скорости в межлопаточном 
канале исходного и оптимального вариантов. 

Из рис. 6 видно, что обтекание профиля оп-
тимальной формы потоком вязкой жидкости при-
водит к утонению пограничного слоя на «спинке» 
профиля. В свою очередь существенного отличия 
в обтекании «животика» исходного и оптимально-
го вариантов не замечено. 

Стоит отметить, что одним из преимуществ 
данного подхода проектирования турбинных про-
филей в сравнении с проектированием профилей 
кривыми Безье и степенными полиномами являет-
ся достаточная простое прогнозирование и управ-
ление поведением кривой, что в свою очередь 
приводит к удобству процесса оптимизации. 
 

Выводы 
 

1 Предложена методика проектирования 
оптимальных турбинных профилей с помощью 
кубических интерполяционных сплайнов. 

2 Рассмотрены особенности параметриче-
ской модели турбинных решеток, образованных 
кубическими интерполяционными сплайнами. 

3 Проведена оптимизация турбинных про-
филей по геометрическому критерию качества и 
по критерию минимума профильных потерь, кото-
рые показали правомерность использования разра-
ботанной методики для получения турбинных 
профилей с оптимальными характеристиками. 
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а б 

Рис. 6– Распределение вектора скорости в межлопаточном канале: 
а – исходный вариант;  б – оптимальный вариант 
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АНОТАЦІЯ В роботі запропонована методика проектування оптимальних турбінних профілів з використанням 
кубічних інтерполяційних сплайнів. Проведена оптимізація турбінних профілів по геометричному критерію якості 
та по критерію мінімума профільних втрат. Показана можливість підвищення ефективності турбінних профілів з 
використанням запропонованих кривих. Приведені форми отриманих оптимальних профілів та розподіл векторів 
швидкості в міжлопатковому каналі. 
Ключові слова: кубічний інтерполяційний сплайн, турбінна решітка, критерій якості, оптимізація турбінного про-
філю. 
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