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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
О НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОМ СОСТОЯНИИ ОБОЛОЧКИ 
СТЕРЖНЕВОГО ТВЭЛА 

 
АННОТАЦИЯ Рассмотрены математические формулировки задачи о напряженно-деформированном состоянии 
оболочки твэла. Показано, что более удобными являются формулировки относительно независимых напряжений и 
перемещения, поскольку они не содержат производных температурных зависимостей характеристик материала 
оболочки твэла, хотя и содержат больше уравнений, чем формулировка относительно перемещения. Показано, что 
применение метода конечных разностей является перспективным для решения задач об определении напряженно-
деформированного состояния оболочек твэлов. 
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USING THE METHOD OF FINITE DIFFERENCES TO SOLVE THE ROD FUEL ELEMENT 
SHELL STRESS-STRAIN BEHAVIOR PROBLEM 

 
ABSTRACT The stress-strain behavior definition is required to simulate the behavior of the shell of a fuel element and it 
requires the solution of appropriately formulated problem on the mechanics of strained solid body taking into consideration 
the geometric shape, fastening conditions, external influence factors and material characteristics. The purpose of this scien-
tific paper was to study the opportunities of the method of finite differences to solve the problem on the definition of the 
stress-strain behavior of the shells of fuel elements used by nuclear reactors. Stress-strain behavior of the shell is viewed 
within the bounds of known hypothesis of axisymmetric plane deformation. Consideration is given to different mathematical 
formulations of the problem on the stress-strain behavior of the shell of fuel element. It has been shown that the most promis-
ing formulation is the one with independent unknown stresses and displacements, because it has no derivatives of tempera-
ture relationships for material characteristics. The method of finite differences is rather promising for the solution of prob-
lems solved to define the stress-strain behavior of the shells of fuel elements. Though the method of finite differences is be-
lieved to be well-studied, however the use of this method for differential equations that satisfy the mathematical formulation 
with independent unknown stresses and displacements requires additional studies and it should be noted that particularly 
such formulations are of great interest. 
Key words: fuel element, stress-strain behavior, computation, and the method of finite differences. 
 

Введение 
 

Анализ напряженно-деформированного со-
стояния оболочки твэла требует решения сформу-
лированной соответствующим образом задачи ме-
ханики деформированного твердого тела с учетом 
геометрической формы, условий закрепления, 
внешних воздействующих факторов, характери-
стик материала [1, 2]. Для изучения поведения 
оболочек твэлов в настоящее время применяют, 
как правило, специализированные программные 
коды, например FEMAXI [3], в которых широко 
используется метод конечных разностей, поэтому 
всестороннее изучение этого метода применитель-
но к задачам о напряженно-деформированном со-
стоянии оболочек твэлов представляет огромный 
интерес. 
 

Цель работы 
 

Математическая формулировка задачи о на-
пряженно-деформированном состоянии оболочек 
твэлов может быть представлена в различных 
формах в зависимости от выбора вида разрешаю-
щих уравнений. Целью данной работы является 

изучение возможностей метода конечных разно-
стей применительно к решению задач об опреде-
лении напряженно-деформированного состояния 
оболочек стержневых твэлов. 
 

Математическая модель напряженно-
деформированного состояния оболочки твэла 

 
Оболочка стержневого твэла представляет 

собой круговой цилиндр с наружным радиусом 
 и длиной до 4000 мм, нагружаемый 

внутренним  и наружным  давлениями и 

находящийся в поле температуры T. Внутренний 
радиус оболочки , так что оболочку твэ-

ла следует рассматривать как толстостенный эле-
мент с температурой  в естественно ненагру-

женном состоянии. Как известно в теории упруго-
сти [4–6], напряженно-деформированное состоя-
ние тел, у которых один из характерных размеров 
намного больше двух других, при определенных 
условиях может рассматриваться в упрощенной 
постановке в рамках гипотезы о плоской деформа-
ции, которая принимается далее при изучении на-
пряженно-деформированного состояния оболочек 
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твэлов. Положения точек оболочки твэла опреде-
ляем в цилиндрических координатах и в результа-
те получаем полную систему уравнений с гранич-
ными условиями: 
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где r – радиальная координата, ; u – ра-

диальное перемещение; 
ba rrr 

r  и  – радиальная и 

окружная деформации; 


r  и  – радиальные и 

окружные напряжения; 


0TTT  ; , E    и   

– эквивалентные модуль упругости, коэффициент 
Пуассона и коэффициент линейного расширения, 
которые связаны с модулем упругости E, коэффи-
циентом Пуассона  и коэффициентом линейного 
расширения   материала: 



      1,1,1 2EE . 

Вместо полной системы уравнений (1), (2) 
можно рассматривать частные формулировки. 
Действительно, используя соотношения (3), мо-
жем определить напряжения: 
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Исключая деформации (1) из выражений (5) 
и подставляя полученный результат в уравнение 
(2), и граничные условия (4) в случае, когда E,  и 
 – некоторые постоянные, вместо задачи (1)–(4) 
получаем эквивалентную ей задачу для одного 
уравнения относительно искомого перемещения: 
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Формулировка задачи о напряженно-
деформированном состоянии оболочек твэлов в 
виде (6), (7) представляется наиболее удобной. 
Вместе с тем, при изучении напряженно-
деформированного состояния оболочек твэлов 
приходится учитывать зависимости характеристик 
материала от температуры: 
     TTTEE  ,,   . (8) 

Зависимости (8) с учетом осесимметричного 
температурного поля  приводят к слож-

ным функциям координат: 

 rTT 

        rTrTrTEE  ,,   . (9) 

С учетом соотношений (9) после подстанов-
ки напряжений (5) в уравнение равновесия (2) ко-
нечный результат будет содержать выражения 
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Выражения вида (10) существенно затруд-
няют анализ напряженно-деформированного со-
стояния оболочки твэла. Действительно, данные о 
температурных зависимостях (8) характеристик 
материалов представлены в табличной форме, или 
аналитическими аппроксимациями табличных 
данных, и получение достоверных данных о про-
изводных dTdE , dTd  и dTd  содержит оп-

ределенные трудности. Поэтому весьма важным 
представляется получить математическую форму-
лировку, в которой не будет содержаться произ-
водных dTdE , dTd  и dTd . 

Математическую формулировку задачи о 
напряженно-деформированном состоянии оболоч-
ки твэла можно представить в виде уравнений (3), 
в которых при помощи соотношений (1) исключе-
ны компоненты тензора деформаций, и уравнения 
(2): 
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Уравнения (11) следует рассматривать с 
учетом граничных условий (4). Преимуществом 
уравнений (11) является то обстоятельство, что 
они отвечают наиболее общему виду и не содер-
жат при этом выражений вида (10). Уравнения 
подобного вида показали высокую эффективность 
при решении задач теории ползучести для иссле-
дования состояния элементов оборудования энер-
гетических установок [7, 8]. 
 

Метод решения задачи о напряженно-
деформированном состоянии оболочки твэла 

 
Для решения задачи о напряженно-

деформированном состоянии оболочки твэла мож-
но использовать различные известные численные 
методы решения краевых задач. Применение ме-
тодов Галеркина [9] оказалось весьма эффектив-
ным при решении некоторых задач о ползучести 
элементов энергоустановок [7, 8]. В то же время 
методам Галеркина присущи недостатки, связан-
ные с чувствительностью результатов к погрешно-
стям вычислений, трудностями обоснования вы-
бора пробных функций. Опыт японских специали-
стов [3] свидетельствует об эффективном приме-
нении метода конечных разностей при моделиро-
вании поведения оболочек твэлов. 
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Применение метода конечных разностей 
представляется наиболее удобным при использо-
вании формулировки задачи вида (6), (7). В этом 
случае можно получить системы линейных алгеб-
раических уравнений относительно искомых узло-
вых значений неизвестных с ленточными матри-
цами, причем ширина ленты, естественно, будет 
определяться числом точек в конечно-разностных 
аппроксимациях производных. Подобные системы 
хорошо изучены и представлены в литературе, 
например, в работе [9]. В то же время применение 
метода конечных разностей для системы диффе-
ренциальных уравнений (11) с граничными усло-
виями (4) в литературе мало изучено в настоящее 
время, хотя уравнения вида (11) представляют 
наибольший интерес в силу их универсальности. 
 
Результаты решения задачи о напряженно-
деформированном состоянии оболочки твэла 

 
Рассмотрим решение задачи (6), (7) для сле-

дующих исходных данных: 
33,0,ГПа96,мм55,4,мм855,3  Err иa , 

0МПа,7,15,МПа10 TTpp aa   

приведены на рис. 1. Расчеты показывают, что с 
увеличением числа узлов сетки получаемые узло-
вые значения практически совпадают с известным 
аналитическим решением задачи Ляме о цилиндре, 
нагруженном внутренним и наружным давления-
ми. 
 

 
 

Рис. 1 – Радиальные перемещения в оболочке 
твэла, отвечающие приближенным решениям 
с числом узлов сетки 3n  (маркеры 1), 4n

20
 

(маркеры 2),  (маркеры 3), 10n n  
(маркеры 4) и точному решению (кривая 5) 

 
Обсуждение результатов 

 
Полученные результаты (рис. 1), показыва-

ют, что даже при относительно небольшом числе 
узлов сетки удается получать приближенные ре-
шения с малой погрешностью. При использовании 
уравнений (11) погрешность решений ожидается 
еще меньшей, поскольку при одинаковом числе 

узлов сетки имеем больше алгебраических уравне-
ний, чем при использовании уравнения (6). 

Применение метода конечных разностей 
оказывается более простым, чем использование 
методов Галеркина за счет отсутствия необходи-
мости интегрирования в исследуемой области, а 
также необходимости в библиотеках пробных 
функций и за счет ленточной структуры матрицы 
системы линейных алгебраических уравнений от-
носительно узловых значений. 
 

Выводы 
 

Рассмотрены математические формулиров-
ки задачи о напряженно-деформированном со-
стоянии оболочки твэла. Показано, что более пер-
спективными являются формулировки относи-
тельно независимых напряжений и перемещений, 
поскольку они не содержат производные dTdE , 

dTd  и dTd  температурных зависимостей 

характеристик материала. 
Показано, что применение метода конечных 

разностей является весьма перспективным для 
решения задач об определении напряженно-
деформированного состояния оболочек твэлов. 
Рекомендуется в дальнейшем применять именно 
метод конечных разностей. 
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АНОТАЦІЯ Розглянуто математичні формулювання задачі про напружено-деформований стан оболонки твела. 
Показано, що більш зручними є формулювання щодо напружень і переміщення, оскільки вони не містять похідні 
температурних залежностей характеристик матеріалу оболонки твела, хоча й містять більше рівнянь, ніж фор-
мулювання відносно переміщення. Показано, що застосування методу скінченних різниць є перспективним для 
розв’язування задач щодо визначення напружено-деформованого стану оболонок твелів. 
Ключові слова: твел, оболонка, напружено-деформований стан, метод скінченних різниць, розрахунковий код. 
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