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АНОТАЦІЯ Описується методика розрахунку розвитку тріщини в пластинчатих та осесиметричних елементах 
конструкцій при циклічному навантаженні, що базується на концепції накопичення розсіяних пошкоджень у мате-
ріалі. Оцінювання пошкодженості матеріалу проводиться за кривими малоциклової втоми на основі розмахів пру-
жно-пластичних деформацій на шляху розвитку тріщини з використанням гіпотези лінійного підсумовування по-
шкоджень. Результати порівнюються з даними, отриманими з використанням рівняння Періса. 
Ключові слова: кінетика тріщини, циклічне навантаження, розмахи пружно-пластичних деформацій, криві малоци-
клової втоми, метод скінченних елементів. 
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EVALUATION OF THE CRACK DEVELOPMENT AT A CYCLIC LOADING OF PLATE 
ELEMENTS USING THE PARAMETERS OF SCATTERED DAMAGES OF THE MATERIAL 

 
ABSTRACT The purpose of these studies was to work out the methods for the computation of crack development in the plate 
and axisymmetric elements of structures at cyclic loading for the plasto-elastic arrangement using the conception of the ac-
cumulation of scattered damages in the material. The processes of sign-changing plasto-elastic deformation and crack resis-
tance of the material were simulated at the crack tip using the smooth specimen fatigue test data. Thermal and stress-strain 
behaviors of the construction were determined in different loading modes using the method of final elements for several fixed 
crack depths. The material damage was estimated using the curves of low-cycle fatigue and those of the range of plasto-
elastic deformations on the would-be way of the crack development resorting to the hypothesis of linear summation. When 
the damageability reaches a critical value at the crack tip its depth is increased nonuniformly by a value of the specified step. 
This scientific paper gives consideration to the kinetics of the surface crack in the region exposed to the action of zero-
repetition cyclic loading. The results were compared with the data obtained using the Paris equations. A satisfactory agree-
ment of the data is observed. This technique can be used for the evaluation of the service life of the elements of steam tur-
bines. 
Key words: crack kinetics, cyclic loading, the range of plasto-elastic deformations, low-cycle fatigue curves, and the method 
of final elements. 
 

Вступ 
 

Розрахункове оцінювання кінетики тріщин 
при циклічному навантаженні елементів констру-
кцій виконується здебільшого з використанням 
кінетичних діаграм втомного руйнування типу 
Періса [1]. Для визначення параметрів цих діаграм 
необхідні трудомісткі експериментальні випробу-
вання спеціальних зразків із тріщинами. 

Запропонована методика розрахунку кіне-
тики тріщини в пластинчатих та осесиметричних 
елементах на основі параметрів розсіяних пошко-
джень з використанням розмахів пружно-
пластичних деформацій і кривих малоциклової 
втоми для звичайних зразків. У даній роботі на 
відміну від [2], де розмах пружно-пластичних де-
формацій оцінювався згідно з принципом Нейбера 
[3] на основі розв’язання задачі теорії пружності, 
використовується пружно-пластична постановка з 
урахуванням історії деформування матеріалу і 
ефекту Баушингера [4] при реверсі навантаження. 
 

Мета роботи 
 

Метою роботи є розвиток методики розра-
хунку кінетики тріщини в пружно-пластичній по-

становці на основі використання параметрів розсі-
яних пошкоджень матеріалу, яка не вимагає екс-
периментальних даних по тріщиностійкості мате-
ріалу для зразків із тріщинами. 
 

Методика розрахунку кінетики тріщин 
 

Тепловий і напружено-деформований стан 
конструкції на різних режимах навантаження в 
пружно-пластичній постановці визначається за 
допомогою методу скінченних елементів для фік-
сованих глибин тріщини. Обчислення розмахів 
інтенсивності пружно-пластичних деформацій на 
шляху розвитку тріщини виконується за декілько-
ма скінченно-елементними розрахунковими схе-
мами конструкції з тріщинами різної глибини. Ви-
користовується теорія пластичності з ізотропним 
зміцненням, що враховує ефект Баушингера і діаг-
раму циклічного деформування матеріалу згідно з 
принципом Мазінга [4] для відповідної температу-
ри. 

Скінченноелементна дискретизація в районі 
вершини тріщини для різних її глибин приймалася 
однаковою для завдання розподілів розмахів інте-
нсивності пружно-пластичних деформацій на 
шляху розвитку тріщини. Попередні дослідження 
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збіжності результатів показали, що в вершині трі-
щини розміри скінченних елементів доцільно при-
ймати 0,1–0,2 мм. Після розв’язання пружно-
пластичних задач для розрахунку кінетики тріщи-
ни задаються розподіли розмахів інтенсивності 
деформацій для декількох тріщин різної глибини 
при всіх режимах циклічного навантаження. 

В якості вихідних даних задавались величи-
ни: KN – кількість режимів циклічного навантажен-
ня; dN j (j = 1, 2, …, KN) – відносна доля циклів кож-
ного режиму навантаження; Tj (j = 1, 2, …, KN) – 
розрахункові температури матеріалу для кожного 
режиму навантаження; xi (i = 1, 2, …, k) – відстані 
від вершини тріщини до центрів скінченних елеме-

нтів;  – епюри розмаху інтенсивності 

пружно-пластичних деформацій на шляху xi розви-
тку тріщини глибиною lk при j-тому режимі циклі-
чного навантаження. 

 ik
j
i xl , 

Вибраний напрям розвитку тріщини розби-
вається рівномірно на малі відрізки dl – кроки 
стрибкоподібного підростання тріщини. Вводиться 
узагальнений цикл навантаження, який усереднює 
пошкодження від усіх режимів навантаження. Ко-
жен j-тий режим характеризується розмахом пру-
жно-пластичних деформацій, які визначаються в 
центрах xi відрізків dl шляхом квадратичної інтер-
поляції через їх значення, отримані в центрах скі-
нченних елементів у напрямку розвитку тріщини. 
Число циклів до руйнування Npj від j-того режиму 
навантаження визначається з кривих втоми при 
відповідній температурі. 

Прирости пошкодженості від j-того режиму 
навантаження в узагальненому циклі знаходяться 
за формулою 
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де NNd jjN   – відносна частка циклів j-того 

режиму в узагальненому числі N циклів. 
Прирощення пошкодженості за один уза-

гальнений цикл від усіх режимів навантаження 
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Число циклів до руйнування в елементі dl, 
найближчому до вершини тріщини довжиною lt, 
визначається за формулою 
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де П(х1) — накопичена пошкоджуваність у верши-
ні тріщини за час її підростання до поточної гли-
бини lt. Кількість циклів, за які тріщина досягла 
глибини lt, визначається так: 

   it NlN . 

Пошкоджуваність в інших точках хі на шля-
ху підростання тріщини після руйнування черго-
вого елемента dl визначається за формулою 

      tiii Nxxx 111   . 

Далі розрахунок повторюється для тріщини 
глибиною tl = tl + dl до наступного її підростання. 
 

Результати досліджень 
 

Оцінюється кінетика тріщини в пластині 
шириною 10 см і довжиною 24 см, що навантаже-
на віднульовими циклами із максимальними роз-
тягуючими напруженнями σmax = 120; 100; 60 МПа. 
Тріщина з початковою довжиною 2 см розташова-
на з одного боку пластини в її центрі (рис. 1). 
 

 
Рис. 1 – Схема пластини з тріщино 

 
Розмахи пружно-пластичних деформацій за 

цикл навантаження для тріщини глибиною lk при-
водяться в табл. 1. 
 
Таблиця 1 – Значення розмахів інтенсивності де-
формацій 

Глибина тріщини lk , мм 
xі, мм 

20 30 40 45 50 

0,05 0,741 1,257 1,99 2,4978 2,856 

0,15 0,2833 0,52 0,856 1,0993 1,189 

0,25 0,1317 0,248 0,404 0,5302 0,558 

0,3722 0,0905 0,146 0,222 0,2821 0,305 

0,5456 0,068 0,103 0,154 0,187 0,211 

0,7883 0,0535 0,082 0,122 0,1478 0,173 

1,1281 0,043 0,067 0,099 0,1212 0,146 

1,6039 0,0355 0,0545 0,082 0,0998 0,122 

2,2699 0,0299 0,0445 0,068 0,0831 0,102 

3,2023 0,0255 0,0365 0,0555 0,0688 0,084 

4,5077 0,023 0,031 0,045 0,0559 0,065 

6,3353 0,021 0,0265 0,0365 0,0446 0,055 

8,8939 0,0195 0,023 0,0295 0,0349 0,0425 

11,6887 0,019 0,021 0,0245 0,0277 0,0325 

14,8932 0,0185 0,02 0,0215 0,0227 0,025 

 
Розрахунки кінетики тріщини виконані для 

пластини зі сталі 25Х1М1Ф при її температурі 
535 °С. Отримані результати порівнюються зі 
швидкістю росту тріщини (в мм/цикл) за рівнян-
ням Періса [5] 
 v = 7,67·10–10K3,846, (1) 
де ∆K – розмах коефіцієнта інтенсивності напру-
жень, який для тріщини з глибиною 2; 3; 4; 5 см 
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відповідно дорівнює 34,24; 50,81; 74,73; 

112,04 МПа м . Параметри в рівнянні (1) приве-
дені для сталі 25Х1М1Ф при температурі 535 °С. 

Криві малоциклової втоми при різних тем-
пературах для сталі 25Х1М1Ф, які скореговані на 
деформації руйнування при одноразовому наван-
таженні, приведено на рис. 2. Оскільки криві ма-
лоциклової втоми отримували на зразках діамет-
ром 10 мм, враховується масштабний фактор [1] 
шляхом пониження розмахів пружно-пластичних 
деформацій на 10 %. 
 

 
Рис. 2 – Криві малоциклової втоми 

для матеріалу 25Х1М1Ф 
 

 
Рис. 3 – Порівняння швидкостей росту тріщини 
в пластині, отриманих за даною методикою 

і за рівнянням Періса: 1 – максимальні напружен-
ня в циклі 120 МПа; 2 – 100 МПа; 3 – 60 МПа 

 
На рис. 3 приводяться швидкості росту трі-

щини в пластині, отримані за даною методикою 
(суцільні лінії) та рівнянням Періса (пунктирні 
лінії). 

На рис. 3 цифрами 1, 2 та 3 позначені ре-
зультати, отримані при максимальних напружен-
нях в циклі 120, 100 та 60 МПа, відповідно. 

З ростом глибини тріщини зона пластичних 
деформацій у вершині тріщини збільшується. 
Швидкість росту тріщини уповільнюється у порів-
нянні з результатами за рівнянням Періса, де шви-
дкість з глибиною тріщини зростає лінійно. 

Висновки 
 

Розроблена методика, в якій моделюється 
пружно-пластичне деформування матеріалу в ра-
йоні вершини тріщини в пластинчатих і осесимет-
ричних елементах конструкцій методом скінчен-
них елементів і використовуються криві втомного 
руйнування звичайних циліндричних зразків. 

Швидкості росту тріщини відповідають ре-
зультатам за рівнянням Періса, які використову-
ють експериментальні константи для зразків з трі-
щинами. 

Методика може бути розповсюджена для 
оцінки кінетики тріщин в теплових канавках рото-
рів парових турбін при пуско-зупинних режимах, в 
замкових з’єднаннях лопаток з верховою посад-
кою на гребені дисків і інших деталях. 
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АННОТАЦИЯ Описывается методика расчета развития трещины в пластинчатых и осесимметричных элемен-
тах конструкций при циклическом нагружении, основанная на концепции накопления рассеянных повреждений в 
материале. Оценка повреждаемости материала проводиться по кривым малоцикловой усталости на основе разма-
хов упруго-пластических деформаций на пути развития трещины с использованием гипотезы линейного суммирова-
ния. Результаты сравнивались с данными, полученными с использованием уравнения Периса. 
Ключевые слова: кинетика трещины, циклическое нагружение, размахи упруго-пластических деформаций, кривые 
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