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ТА ЦИЛІНДРИЧНОЇ ФОРМИ 

 
АНОТАЦІЯ Для вивчення особливостей процесів теплообміну з поверхнями огороджуючих конструкцій плоскої та 
циліндричної форми розроблено математичну модель, яка дозволяє штучно відтворювати зовнішні і внутрішні 
параметри системи. Запропоновану модель можна застосовувати з метою прогнозування оптимальних режимів 
роботи системи теплопостачання, режимів її експлуатації та вибору схем підключення системи. Модель теплооб-
міну моделює стаціонарні та нестаціонарні умови теплоперенесення. Нестаціонарні умови виникають через добові 
зміни температури у навколишньому середовищі, яка апроксимована лінійною залежністю зміни температури з 
часом. Описано процес теплоперенесення для плоскої та циліндричної стінок. 
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HEAT EXCHANGE WITH THE SURFACES OF ENVELOPE STRUCTURES OF FLAT AND 
CYLINDRICAL SHAPES 

 
ABSTRACT Today, the modes of the release of heat energy by functioning systems are not flexible enough and give no way 
to the maneuvering; these fail to take into account different external factors that influence their operation. To study the spe-
cific features of thermal conditions in the premises European and some domestic researchers develop full-scale physical 
models to artificially simulate external and internal thermal conditions and the special software, however all these methods 
require the development of appropriate mathematical models. Experimental investigations are efficient, though cost-based 
and the obtained data reflect just a certain model in laboratory conditions, therefore we had to investigate thermal condi-
tions at changing ambient temperatures and that required performing a preliminary theoretical simulation. A mathematical 
model was developed to study the specific features of heat-exchange process with the surfaces of envelop structures of flat 
and cylindrical shapes. The mathematical model was suggested whose task was to measure the temperature of external enve-
lopes and the environmental heat loss provided that the air temperature inside the facility (the room) was constant, depend-
ing on the range of external factors and first of all a change in the ambient temperature T = f(), taking into consideration 
the operation of heating systems. The model suggested can be used for the investigation of the heat-mass exchange, and com-
fortable conditions for various structures and facilities with different heating systems. 
Key words: heat exchange, heat transfer, external envelopes, and steady-state and transient conditions. 
 

Вступ 
 

На сьогоднішній день режими відпуску теп-
лової енергії у діючих системах не гнучкі і не під-
даються маневруванню, вони не можуть врахову-
вати різноманітні зовнішні впливи на їх роботу, не 
забезпечують можливості програмованої зміни 
температури повітря в приміщеннях та не завжди 
передбачають паралельну роботу декількох дже-
рел теплоти в загальній тепловій мережі. Крім то-
го, умови експлуатації, теплові та гідравлічні ре-
жими впливають на динамічні властивості елемен-
тів, які в зв’язку з цим не підтримуються на стало-
му рівні [1]. 

Однією з найбільших проблем, що призво-
дять до значної перевитрати енергоносіїв є відсут-
ність методики розрахунку втрат тепла через зов-
нішні огороджуючі (ізолюючі) конструкції у сис-
темах централізованого теплопостачання в умовах 
перемінних зовнішніх температур. Найбільш істо-
тне значення при теплообміні між поверхнею ого-
роджуючої конструкції і повітряним середовищем 
приміщення теплового споживача має передача 
тепла конвекцією і випромінюванням, причому 
коефіцієнт тепловіддачі визначається як сумарна 
величина випромінювання і конвекції [2]. 

Мета роботи 
 

Розглянути та описати основні рівняння те-
плопереносу в спорудах та конструкціях теплового 
споживача. Показати особливості теплообміну на 
поверхнях плоских та циліндричних огороджую-
чих конструкцій теплового споживача за стаціона-
рних та нестаціонарних умов, що виникають вна-
слідок добових змін температури навколишнього 
середовища. 
 

Основний матеріал 
 

Розглянемо рівняння стаціонарних і неста-
ціонарних умов для зовнішніх огороджень примі-
щення (рис. 1), які справедливі для централізова-
них систем теплопостачання q [3, 4]. 

    с2стст21ст TTTTq 



 . (1) 

Якщо відомо constc T , з рівняння (1) ви-

значається , що показує втрати тепла в навко-

лишнє середовище q, які повинні бути мінімаль-
ними. 

ст2T

   minс2ст  TTq . (2) 
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Рис. 1 – Схема зміни температури 
в огороджуючий плоскій поверхні 

 
У дійсності навколишнє середовище харак-

теризується нестаціонарними умовами [5]: 
1) Температура середовища  є змінною, 

зокрема протягом доби вона зростає з  до 

, так і зменшується від  до . 

c1T

T

mincT

minmaxcT maxcT c

2) Різниця між  і  називається 

добовою амплітудою температур. 
maxcT mincT

3) Добова амплітуда максимальна для літ-
нього періоду, коли відсутнє теплопостачання. В 
опалювальний період ці амплітуди є меншими, 
тому зміни температур навколишнього середови-
ща  у першому наближені можемо апроксиму-
вати лінійною залежністю. 

cT

В результаті досліджень запропоновані фо-
рмули для визначення температури: 

– нагріву середовища ( ) (від сходу Сонця 
до обідніх годин): 

cT

  min1minс1 1   bTT ; (3) 
– охолодження середовища (від обідніх ма-

ксимальних температур до нічних мінімальних): 
  max2maxс2 1   bTT , (4) 

де ,  – коефіцієнти пропорційності у лінійній 
апроксимації зміни температури з часом для нагрі-
ву та охолодження середовища. 

1b 2b

Розглянемо приклад, (14 год) = 15 С, 

(6 год) = 5 С (рис. 2). 
maxT

minT

 
Рис. 2 – Розподіл температур в навколишньому 

середовищі протягом доби 
 
Якщо відлік проводити від часу = 6 год 

(температура сходу Сонця) і застосувати часову 
шкалу, за якої прийнято 

min

0min  , то час зростання 

температури середовища  буде від 6 год до 
14 год (у реальному часі), а згідно прийнятої часо-
вої шкали від 0 до 

c1T

min 8max  . У післяобідніх 

та нічних годинах температура середовища  
спадає від 14 год до 6 год ранку, що відповідає 
прийнятій системі часового відліку від 

c2T

8max  год до 24min  год. 

   min1вmin 1с1  TT  зростання (0  8), (5) 

   max2вmax 1с2  TT  спадання (8  24). (6) 
Для нашого випадку: 

   25,0151сT , (7) 

 





 


24
 115с2T

8
. (8) 

Густина теплового потоку, що передається 
теплопровідністю через стінку, дорівнює густині 
конвективного теплового потоку від стінки до на-
вколишнього середовища. Для періоду зростання 
температури ця рівність має вид 

   b
T

1minст
в T2

T





T
Tст2 . (9) 

Необхідно визначити , яка залежить від 
зміни температури навколишнього середовища, з 
цією метою представимо (9) у виді: 

ст2

  



 













 






bТТТ 11 min2ст в . (10) 

Параметр 



 представляє собою число Біо 

(Ві). Використовуючи це число рівняння (10) за-
пишеться 
     bTTT 1Bi1Bi minвст2 . (11) 

Визначаємо температуру стінки як функцію 
часу 

 
 

1Bi

1Bi minв
ст2 




bTT
T . (12) 

Визначаємо густину теплового потоку як 
функцію часу для періоду нагрівання середовища 

 нq

 
 














1Bi

1Bi minв
н

bTT
q . (13) 

Аналогічно можуть бути визначені темпе-
ратура стінки  та густина теплового потоку  
для періоду охолодження та зниження температу-
ри навколишнього середовища, використовуючи 
значення  

ст2T оq

ст2T

 
  

1Bi

1Bi max1maxв
ст2 




bTT
T  (14) 

густина теплового потоку 

   max1maxвo 1Bi 



 bTTq . (15) 

Визначені температури середовища дозво-
ляють знайти змінну температуру зовнішньої сто-
рони стінки  та оцінити змінні втрати тепла в 
навколишнє середовище для одношарової стінки. 

ст2T
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Систему рівнянь для багатошарових тепло-
ізоляційних огороджень приміщення об’єктів теп-
лового споживання розглянемо на прикладі дво-
шарової стінки (рис. 3). 
 

 
Рис. 3 – Схема зміни температур 

у двошаровій ізолюючій плоскій поверхні 
 

Запишемо густини теплових потоків 

    







 ст21ст
2

2
1ств

1

1 TTTTq  

 . (16)  с2стс TT  
Із рівняння (16) використовуючи перші два 

рівняння теплопровідності визначаємо температу-
ру на границі двох стінок  ст1T

 

1

2

2

1

ст2в
1

2

2

1

1ст

1
















TT

T . (17) 

Враховуючи критерії, що характеризують 
відносну товщину ізоляції  та відносну тепло-

провідність тіла : 
K

K

 
1

2




K ,   
2

1




K , (18) 

рівняння (17) прийме вид 

 








KK

TTKK
T

1
ст2в

1ст . (19) 

Із рівняння (16) визначаємо температуру зо-
внішньої поверхні стінки , прирівнюючи рів-
няння теплопровідності та конвективної тепловід-

дачі, та враховуючи, що 

ст2T

Bi
2

2с 



: 

 
1Bi

Bi сст1
ст2 




TT
T . (20) 

Переходимо до визначення температури на 
ізолюючій поверхні, що контактує із зовнішнім 
середовищем, , використовуючи залежність 

(20), та підставляючи у неї значення  з рівнян-
ня (19) 

ст2T

ст1T

  






в2ст 1

1Bi T
KK

KK
T  

 сст2 Bi
1

1
TT

KK






. (21) 

Визначаємо температуру  ст2T

 
 

1

1
1Bi

Bi
1 св

2ст















KK

TT
KK

KK

T . (22) 

Після перегрупування зовнішня температу-
ра стінки  як функція внутрішньої температу-

ри  та температури середовища  має вид 
ст2T

вT сT

 
 

   111Bi

1Bi св
2ст 








KK

TKKTKK
T . (23) 

Відповідно густина теплового потоку через 
двошарову стінку визначається теплопровідністю і 
конвекцією. Використовуючи густини теплових 
потоків (16), визначаємо кінцеве значення густини 
теплового потоку, яке враховує зміну температури 
середовища у часі  сТ  

     












св

1

1

1
TTq

n

i i

i

. (24) 

Якщо  незмінне, зменшити втрати теплоти 
у навколишнє середовище q можна збільшуючи 

значення 


. Якщо λ = const то необхідно збі-

льшувати . 
Формула (24) дозволяє визначити втрати 

теплоти в залежності від часу доби , яка визнача-
ється згідно залежностей (5) і (6). 

В інженерній практиці широко застосову-
ється трубопровідний транспорт теплоносіїв, при-
чому на значні відстані [6]. В даному випадку роз-
глянуто процес передавання тепла у трубах круг-
лого перерізу (рис. 4). Граничні умови для даного 
процесу мають вигляд: 

   вв , TrТ  ,     








сзс

з

ТТ
dr

dT

rr

. (25) 

 
Рис. 4 – Схематичне зображення температур 
під час теплообміну з навколишнім середовищем 

для циліндричної труби 
 
Доповнимо граничні умови: 
1) Температура середовища є функцією ча-

су; 
2) Ця функція приймається лінійною, тому 

що опалення відбувається у зимовий період, а ам-
плітуда зміни температур у зимовий період є не-
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значною, тому може апроксимуватись лінійною 
залежністю. 

Апроксимуємо температуру у зовнішньому 
середовищі залежністю 
   bТТ 1minс . (26) 

Визначаємо розподілення температур у ци-
ліндричній трубі для стаціонарного процесу. Рів-
няння теплопровідності запишемо [4] 

 
dr

dt
rLQ  2 , (27) 

де λ – коефіцієнт теплопровідності матеріалу тру-
би. 

Рішення даного рівняння у границях 
 та  дає результат зв rrr  зв ТTТ 

  


 внз
в

з 2
ln ТТ

Q

L

r

r
 

  звн
2

ТТ
Q

L



  , (28) 

Тепловий потік через циліндричну стінку 
довжиною L буде рівний 

  

в

з

звн

ln

2

r

r
ТТL

Q


 . (29) 

Визначаємо температуру зовнішньої повер-
хні стінки , використовуючи рівняння тепло-
провідності через стінку та тепловіддачі у навко-
лишнє середовище: 

зТ

 , (30)  сзз2 TTLrQ  

 зв
в

з

2

1
ln

1
ТТ

Lr

r
Q 


. (31) 

З рівнянь (30) і (31) визначаємо взаємо-
зв’язок між тепловим потоком та нестаціонарною 
різницею температур  св ТТ   
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
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, (32) 

у якому коефіцієнт теплопередачі К дорівнює 








1
ln

1

в

з
з r

r
r

K . 

Рівняння теплопередачі у навколишнє сере-
довище приведене до зовнішньої поверхні має ви-
гляд 
  cвз ТTKFQ  . (33) 

Приймаючи, що значення найнижчої темпе-
ратури відповідає  відлік часу 

буде рівний, наприклад, для 
сх.сонцядійсне 

  ТТ minс b1  часу 
сходу Сонця (3), (4). 

У рівнянні (33) величина теплового потоку є 
змінною і залежить від температури навколишньо-
го середовища . Очевидно, найбільше значення 
теплового потоку Q припадає на годину сходу Со-

нця, де температура середовища є мінімальною. 
Визначимо середнє значення теплового потоку 

сТ

Q  
для періоду нагріву повітря від сходу Сонця до 
максимальної температури, значення якої із враху-
ванням часової шкали (5) визначається залежністю 
(7). 

Для періоду часу зростання температури се-
реднє значення теплового потоку для нестаціонар-
ного процесу буде рівним 










0

Qd

Q  

  


 


dbТTKF
0

minвнз )1(
1  . (34) 

Інтегрувавши рівняння (34) дозволяє визна-
чити середній тепловий потік Q  для періоду на-
гріву повітря середовища 

   



 


2minminвнз bТТTKFQ . (35) 

Аналогічно визначається втрата тепла у на-
вколишнє середовище для післяобідніх годин, ко-
ли відбувається охолодження повітря. 

Середня густина теплового потоку повинна 
бути меншою, або рівною допустимих втрат тепла 
у навколишнє середовище Qдопуст. Якщо умова 

допустQQ   не виконується, тоді трубопровід по-

кривається ізоляційним шаром (рис. 5). 
 

 
Рис. 5 – Переріз циліндричної труби 

із зовнішньою ізоляцією 
 
Кількість тепла, що передається теплопро-

відністю через трубу (29), доповнимо рівнянням 
теплопровідності через ізоляцію 

  ізз
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  , (36) 

де із - коефіцієнт теплопровідності ізоляції. 
Використовуючи залежності (29) і (36) ви-

значаємо тепловий потік через ізольовану трубу. З 
рівняння теплового потоку для двошарової стінки 
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
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З врахуванням тепловіддачі у навколишнє 
середовище згідно рівняння 
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 . (38)  сізіз1 2 ТТLrQ  
Для двох шарів – (труба+ізоляція) тепловий 

потік буде рівним 
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Позначивши 
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коефіцієнт теплопередачі . 1К

Загальне рівняння теплопередачі для неста-
ціонарного процесу має вигляд 
 . (40)   bТТLrКQ 12 minвіз11 

Аналогічно, знаходимо середнє значення 
теплового потоку 1Q  та підбираємо значення 

, щоб виконувалась умова іззіз  rr допуст1 QQ  . 

 
Обговорення результатів 

 
Рівняння, які складають математичну мо-

дель, можна розв’язати з достатньо високою точ-
ністю за допомогою комп’ютерних програм. При 
цьому потрібно ввести корекцію на відповідність 
конструктивних особливостей існуючих систем 
експлуатації та вимогах до них. 

Визначальним для аналізу динаміки тепло-
обмінних процесів в опалювальних приладах є 
модель розповсюдження теплоти від гарячого еле-
мента до холодного. Ці процеси є дуже складними 
і суттєво відрізняються в залежності від виду теп-
лообміну [6, 7]. 

Для складання диференційного рівняння те-
плового балансу охарактеризуємо довільний еле-
ментарний шар теплообмінного приладу, який має 
товщину Δх. 

Рівняння теплового балансу записується у 
вигляді 
 , (41) 0 wAx QQQ

де ΔQx – різниця кількості теплоти, яка проходить 
через шар товщиною «х» та «х+Δх»; ΔQА – приріст 
кількості теплоти, акумульованої в елементарному 
шарі; ΔQw – кількість теплоти, що надходить від 
елементарної поверхні теплообміну. 

Значення змінної Qx є сумою кількості теп-
лоти, яка принесена гарячою водою з трубок теп-
лообмінника QV, теплоти переданої від стінок при-
ладу до повітря приміщення Qλs, кількість теплоти 
переданої від гарячої води до стінок теплообмін-
ника  wQ

 . (42) swvx QQQQ  
Кількість теплоти, принесеної гарячою во-

дою за час , можна розрахувати наступним чи-
ном 
  tcfQ wwwv . (43) 
де fw – площа поперечного перерізу трубок тепло-

обмінника, м2 ;  – швидкість води, м/с;  – 
густина та питома теплоємність води; t – темпера-
тура гарячої води. 

ww c,

Кількість теплоти, переданої від гарячої во-
ди до стінок теплообмінника  і від теплооб-

мінника – повітрю приміщення становить : 
wQ

wQ

 



 x

t
fQ www , (44) 

 



 x

t
fQ sss , (45) 

де λw – коефіцієнт теплопровідності води; fs – 
площа поперечного перерізу каналів теплообмін-
ника; λs – коефіцієнт теплопровідності матеріалу 
труби теплообмінника. 
 

Висновки 
 

Наведено залежності розрахунку теплових 
втрат у системах теплопостачання з врахуванням 
температурних умов навколишнього середовища, 
які носять змінний характер. Ці умови визнача-
ються згідно метеорологічних даних для певної 
місцевості та пори року. Вибір товщини ізоляції 
залежить від максимальної втрати тепла у навко-
лишнє середовище і визначається згідно наведених 
розрахунків.  

Традиційні системи опалення і теплопоста-
чання, у більшості, обладнанні елеваторними схе-
мами приєднання, які не піддаються точному ре-
гулюванню, а також системами опалення, які 
практично виключають можливість індивідуально-
го автоматичного регулювання теплових режимів. 

Виходячи з цього, можна зробити висновок 
про те, що використання даної математичної мо-
делі може бути ефективним для нових систем теп-
лопостачання, які проектують з урахуванням су-
часних вимог. 
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АННОТАЦИЯ Для изучения особенностей процессов теплообмена с поверхностями ограждающих конструкций 
плоской и цилиндрической формы разработана математическая модель, которая позволяет искусственно воспро-
изводить внешние и внутренние параметры системы. Предложенную модель можно применять для прогнозирова-
ния оптимальных режимов работы системы теплоснабжения, режимов ее эксплуатации и выбора схем подключе-
ния системы. Модель теплообмена моделирует стационарные и нестационарные условия теплопереноса. Неста-
ционарные условия возникают из-за суточных изменений температуры в окружающей среде, которые аппроксими-
рованы линейной зависимостью изменения температуры со временем. Описаны процессы теплопереноса для пло-
ской и цилиндрической стенок. 
Ключевые слова: теплообмен, теплопередача, наружные ограждения, стационарные и нестационарные условия. 
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